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XVI. Békés Varmegyei Kozépiskolai Matematikaverseny
2024/2025
V. kategoria

Megoldasok

1. Hetedhétorszagban a telefonszdmok hét szamjegybdl allnak, és minden szdmjegy 7-nél kisebb. Az
orszag lakosai kozott kiosztottak az dsszes lehetséges ilyen tulajdonsagu telefonszamot. Kideriilt,
hogy minden lakosnak pontosan egy telefonszam jutott. VII. Hetetlennek (6 az orszag kiralya) a
telefonszama: 000 — 0000.

a) Hany lakosa van Hetedhétorszagnak? (2 pont)
VII. Hetetlen véletlenszeriien kivalasztott egy telefonszamot.

b) Mennyi annak a valosziniisége (esélye), hogy egy olyan szamot valasztott, amelynek az elsé
harom szamjegye azonos, mig az utolsé négy szdmjegye az elsé haromtdl €s egymastol is
paronként kiilonboz6 szamjegy? (4 pont)

Megoldas:
A ,felhasznalhat6” szamjegyek: 0, 1, 2, 3, 4, 5 és 6 (a telefonszamok kezd6dhetnek 0-val is).

a) A lehetséges telefonszamok (az orszag lakosainak) szama:

I
Kedvezé csetek szdma: a2 a6543 = 7-6-5-4.3=2520 vagy V.5 = — -~ — 2520
—— (7-5)!
A keresett valoszinliség: p = 2520 _ 360 ~ 0,00306

823543 117649
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2. 0Oldd meg a valés szamok halmazan a kovetkez6 egyenleteket!

a) V4x?+729 =45 (4 pont)

34x+1_93x—2
b) —m—

= 811> (4 pont)

272x+3

Megoldas:

a) V4x* +729 =45

Felhasznalva, hogy tetszdleges X valds szam esetén X° >0, igy 4x*+729>0, ezért az
egyenlet értelmezési tartomanya a valds szdmok halmaza.

Négyzetre emelés utan a 4x° + 729 = 2025 egyenlethez jutunk, ahonnan x* = % =324. A
masodfoku egyenlet megoldasai Xx=18 és X =—18. A kapott értékek kielégitik az eredeti
egyenletet, melyr6l behelyettesités Gtjan meggy6zddhetiink.

34X+1 . 93X—2

T

b)

A hatvanyazonossagok figyelembevételével
932 _ (32 )3X—2 _ 64 972x+3 _ (33 )2X+3 _ 369 81" — <34 )15 ~ 3% igy

34X+1 . 36X—4

— 360 — 34x+1+6x—4—6x—9 — 360 — 34x—12 — 360
36X+9

Az x — 3" fliggvény szigortian monoton (névekvd), igy a 4x—12 =60 egyenlethez jutunk,
melynek megoldasa X =18. A kapott érték kielégiti az eredeti egyenletet, melyrdl behelyet-
tesités Utjan meggydzddhetiink.
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3. Egy szamtani sorozat els6 harom tagjanak 6sszege —27, a kovetkezd harom tag 6sszege —18.
a) Hatarozd meg az els6 75 tag Osszegét! (5 pont)
Adottaz S = 2025+ 2- (1 + 2+ 3 + -+ + 2024) 6sszeg. Mely allitasok igazak az S-re?
bl) S primszam b2) S négyzetszam b3) S-nek 45 pozitiv osztdja van (5 pont)

Megoldas:

a) Legyen (an )HET az adott szamtani sorozat. A feladat feltételei alapjan:
a, +a,+a; =-27
{a4 +a, +a, =-18

Figyelembe véve, hogy a, =a, +(n —1)- d, (n >2), ahol d a szdmtani sorozat differenciaja,
az alabbi (kétismeretlenes) egyenletrendszerhez jutunk:

a +(a, +d)+(a, +2d)=-27 3a, +3d =-27

{(a1 +3d)+(a, +4d)+(a, +5d)=-18 - {3a1 +12d =-18

A két egyenléség kiilonbségébol 9d =9, ahonnan d =1, majd a kapott eredmény alapjan

a, =-10.

2a, +(n-1)-d
Felhasznalva, hogy a szamtani sorozat elsé n tagjanak osszege S, = # -n, kap-
juk, hogy S5 = 2 (_102)”4'1-75 =27-75=2025.

2024-2025(

b) Felhasznalva, hogy 1+2+3+...+2024 = =2049300), igy

2024-2025

S=2025+2-(1+2+3+...+2024)=2025+2- =2025-2025 = 2025°(= 4100625).

Mindezeket figyelembe véve

bl) Az allitas hamis, hiszen az S oszthat6 példaul 3-mal és 5-tel is;
b2) Az allitas igaz, mert az S a 2025-nek a négyzete;

b3) A 2025=3*.52, igy az S primtényezés felbontasdban S = 20252 =(3*.52) =3°.5¢,
ahonnan az S (pozitiv) osztéinak szama (8 +1)-(4 +1)= 45 , tehat az 4llitas igaz.
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4. A Kiilonos sziilok Szilveszter nevli gyermekiik sziiletésekor, és azutdn a gyermek minden
sziiletésapjan befizettek egy bankszamlara 500 ezer petakot, egészen addig, amig a gyermek el
nem érte a 14 éves kort. Ezutan hat éven keresztiil nem tortént befizetés a szamlara.

a) Mekkora 6sszeghez juthatott ily mdédon 20 éves koraban Szilveszter? (8 pont)

Szilveszter igy dontott, hogy a megtakaritast 5 év alatt fogja teljesen felhasznalni ugy, hogy min-
den évben a sziiletésnapjan (el6szor a huszonegyediken) azonos 6sszeget fog kivenni a bankbol.

b) Mennyi az évente felvehet6 6sszeg? (4 pont)

A bank végig 4,5 %-os éves kamatlabbal szamol, és a kamatjovairas mindig Szilveszter sziiletés-
napja el6tt egy nappal torténik meg. Valaszodat mindkét esetben ezer petékra kerekitve add meg!

Megoldas:
a) Jeldlje S a huisz év alatt ,,megtakaritott” 6sszeget.
Az ,els6” 14 évben gyljtdjaradék alapjan torténik a megtakaritds, ahol az éves (allando)
kamatldb p = 0,045, a kamattényezd q =1+ 0,045 =1,045 ¢és az éves allandod befizetés mér-
téke a =500000 . fgy, ha S, jeloli a ,,megtakaritott osszeget”, akkor

u 14
9 ~1 _500000-1,045- % ~ 9892027 (petdk)

Sl:a.q.

A rékdvetkezd hat évben nem tortént befizetés, ezért az addig megtakaritott 6sszeg ,,csak”
kamatozik. Igy a hat év alatt ,,megndvekedett Gsszeg™:

S=5,-q° =9892027 -1,045° ~12881992,5 (petak)

Tehat Szilveszter 20 éves korara 12882 ezer petak ,,megtakaritassal rendelkezik”.

b) A soron kovetkez6 években Szilveszter a megtakaritott 6sszeget ,,torlesztdjaradék, hiteltor-
lesztés” alapjan fogja felvenni, ahol a az éves (allando) 0sszeg, az évek szama n =5, mig a
kamattényez0 tovabbra is q=1,045. Ekkor

5 5
9P _17gg1000,5. 104> 0045

a=5§- ~2934410,2 (petik)

Tehat Szilveszter 2934 ezer petadkot vehet fel évente.
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5. Az ABC derékszogli haromszogben BC = 12 cm, mig az AC befogdhoz tartozd sulyvonal
merdleges az AB atfogdhoz tartozo stulyvonalra.

a) Mennyi a BC oldalhoz tartozé stilyvonal hosszanak pontos értéke? (10 pont)
b) Szamold ki a % aranyt két tizedesnyi pontossaggal, ahol r és R az ABC haromszogbe, illetve
a haromszog koré irhato kor sugara! (4 pont)

Megoldés:
a)
Legyen D az AC, E az AB ¢s F az BC oldal felezépontja.

BD és CE sulyvonalak merdlegesek egymasra, S metszés-
h pontjuk (az ABC haromszog stlypontja) 2:1 aranyban
W\ osztja a sulyvonalakat.

[N Legyen SE=x, SD =y, igy CS =2x és BS =2y, ahol
S X, yeR".

\ ‘ A Thalész-tétel alapjan E pont az ABC haromszog koré ir-

hat6 kor kozéppontja, igy AE = BE =CE = % =3X.

: A Pitagorasz-tételt alkalmazva rendre az SCB és SEB ha-
3\ romszogekben az aldbbi egyenletrendszerhez jutunk:

\\\\\:‘ 4X2 + 4y2 — 122
X® +4y® =9x°

-:"\ B
12 cm

A két egyenl8ség kiilonbségébol 3x? =144 —9x?, majd atrendezés utan 12x> =144, ahonnan

x* =12 . A masodfok egyenlet gyokei X = J12 (: 2\/§) és x=—A/12 , €z utobbi nem megoldas,

mert az X pozitiv valos szam.

Ha x> =12, akkor y? =24, ahonnan (figyelembe véve, hogy az y pozitiv valds szam) kovet-
kezik, hogy y= \/ﬂ(z 2\/5) A kapott eredmények alapjan CE =3x= 312 (: 6\/5),
AB = 6x = 6:/12(=12+/3) és BD =3y = 3/24(=616).

A Pitagorasz-tételt alkalmazva, el6bb az ABC haromszogben

AC’+BC’=AB’® = AC’+12°=3612 = AC’=288 = AC=+288(=1212),
majd az ACF haromszogben

AC’+CF*=AF*> = 288+6°=AF* = AF°=324 = AF=18
Tehat a BC oldalhoz tartozé stlyvonal hossza 18 cm.

b) Az a) pontbeli szamitasok alapjan R =CE = 3J12 (: 6\/5)
Derékszogli haromszogben a beirhato kor atmérdje egyenld a befogdk dsszegébdl kivonva
az atfogot, azaz 2r = BC + AC — AB =12+12/2 —12+/3, ahonnan r =6+ 62 —6+/3 .
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Mindezek alapjan

r 6+6/2-643 6(l+12-+3) 1+v2-3(_ [1_ |2

[—— = = = — + - _1 ~ 0,39 .
R 643 643 J3 3 \3

r . .
Tehat a R arany (két tizedesnyi pontossaggal) 0,39.

D




