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1. feladat. Igazoljuk, hogy ha X eqy végtelen, Kk szdmossdagu halmaz, akkor
van X részhalmazainak olyan F rendszere, hogy

(i) X minden r szamossdgi A részhalmazdhoz van olyan F € F, amelyre
ANF szdmossdga Kk, €s

(i1) X nem dll elé k-ndl kevesebb F-beli, és eqy k-ndl kisebb szdmossagi
halmaz unidjaként.

2. feladat. Legyenck Go, G, ... eqy Hausdorff-tér végtelen nyilt részhalma-
zai. Bizonyitando, hogy vannak olyan Vi, Vi, ... pdronként diszjunkt végtelen
nyilt halmazok és ng < ny < --- indexek, amelyekre V; C G, teljesil minden
73 =0,1,... esetén.

3. feladat. Legyen X = {xg,z1,...,2,} egy véges metrikus tér alaphalma-
za, ahol a pontokat induktiven gy soroljuk fel, hogy minden 1 < k < n-re xy,
mazximalizdlja az {xo,x1,...,xx_1} pontoktdl vett tavolsigok szorzatdt. Iga-
zoljuk, hogy ha eqy x € X-re Il, az x pontnak a tér tébbi pontjatol vett
tavolsdgainak szorzata, akkor I, < 2" I, minden x-re.

4. feladat. Hatdrozzuk meg azokat az X,Y C R halmazpdrokat, amelyekre
igaz a kévetkezd': ha f(x,y) olyan figguény az X XY halmazon, amely minden
x € X-re azy eqy polinomjdval eqyezik meg Y -on, és minden y € Y -ra az x
egy polinomjdval eqyezik meg X -en, akkor f kétvdltozos polinom az X XY
halmazon.

5. feladat. Legyen G eqy tetszdleges véges csoport, és jelolje t,(G) az
f:G" =G, f(r1,29,...,T,) = apx1ay - -+ Tpay (ag,...,a, € G)
alaki fiigguények szamdt. Hatdrozzuk meg {/t,(G) hatdrértékét, ha n — oo.

6. feladat. Igazoljuk, hogy minden elég nagy n természetes szam és 0 < k <
< n esetén van olyan m természetes szam, hogy m-nek pontosan k osztoja
van az {1,2,....,n} halmazbol.

7. feladat. Bizonyitsuk be, hogy léteznek olyan D, K C N? halmazok, hogy

tetszdleges 4 elemd@ Ay és Ay halmazok esetén |Ay N As| = 1 akkor és csak
akkor teljesiil, ha léteznek olyan 4 elemi Az, Ay, ... halmazok, amelyekre

A; N A; =0 minden (i,5) € D-re, és |A; N A;| =2 minden (i,7) € K-ra.



8. feladat. Legyen q egy tetszdleges nem azonosan 0 komplex egyiitthatds
polinom, és I'y = {z : |q(2)| = 1} a szintvonala. Igazoljuk, hogy minden
2o € T'y pontra van olyan p polinom, amelyre |p(zo)| = 1, de minden z-tdl
kiilonbozd z € T'j-ra |p(z)| < 1 teljesiil.

9. feladat. Legyen C|—1,1] a [—1,1] intervallumon folytonos wvalds figgvé-
nyek tere a szokdsos szuprémum normdval, és legyen V' eqy zdrt, véges kodi-
menzids altere C|—1,1]-nek. Igazolandd, hogy valamely legfeljebb 1 normdji
p € V polinomra p'(0) > 2023.

10. feladat. Legyenn > 2 adott természetes szdm. Mutassuk meg, hogy nem
létezik olyan ¢ valos szdm, amelyre

exp(T —;— S) < CeXp(T) —;— exp(S)

teljesiil minden T, S onadjungdlt n x n-es komplex mdtrizra.
(Ha A, B onadjungdlt n x n-es komplex matrizok, akkor A < B azt jelenti,
hogy a B — A mdtriz pozitiv szemidefinit.)

11. feladat. Legyen K eqy eqységnyi teriiletd szabdlyos hdromszdg, €s vd-
lasszunk n fiiggetlen véletlen pontot eqyenletesen K -bol. Jelolje K,, a K dsszes
olyan eltoltjanak metszetét, amely tartalmazza a vdlasztott pontokat. Menny:
K, teriletének a vdrhato érteke ?
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