Bolyai Janos Matematikai Tdrsulat Békés Megyei Tagozata P
Oktatasi Hivatal Békéscsabai Pedagogiai Oktatdsi Kozpont BOLYA!
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XIV. Békés Megyei Kozépiskolai Matematikaverseny
2022/2023
V. kategoria

Megoldasok

- ’ . 2 . . 4 . r1: r 71, ~
1. a) Milyen x val6s szam esetén veszi fel a 3 — (x +7 ) kifejezés a maximalis értékét?
Hatarozd meg ezt a maximalis értéket is!
Megoldas:

A kéttagu kiilonbség elso tagja (kisebbitendd) konstans, a masodik tagja (kivonando) pedig
egy masodfoku, valtozé kifejezés (két tag sszegének négyzete).

A Kivonands, az (x +v7)” = 0 minden x-re.

Egy kiilonbség, melynek els6 tagja konstans (= 3) akkor lesz a legnagyobb, ha a kivonandé
a legkisebb.

Az (x + \/7)2 kifejezés legkisebb értéke a fentebbi > 0 miatt 0 lesz, amit x = —/7-nél fel
IS vesz.

A 3—(x + \/7) kifejezés tehat a maximalis értékét az x = —/7 esetén veszi fel, és ez a

maximalis érték: 3—(—7 +v7) =302 =3 -0 =3

b) Osszeadtunk 2023 darab kiilonbdzd pozitiv primszamot, az dsszeadds eredménye egy
paros szam lett. Melyik volt az sszeadott szamok koziil a legkisebb?

Megoldas:

Haa 2023 (paratlan) db 6sszeadott pozitiv primszam mind paratlan lenne, akkor az 6sszegiik
is paratlan lenne. Tudjuk, hogy az 6sszeg paros, igy nem lehet mindegyik szam paratlan.

Kell lenni kozottiik parosnak is. A pozitiv primek kozott egyetlen paros van, a 2.

fgy az 6sszeadandok kozott az egyetlen pozitiv paros is szerepel, ami a legkisebb pozitiv
primszam. Rajta kiviil lesz még 2022 db paratlan szam, amelyek dsszege iS paros lesz, ami-
hez a 2-t hozzaadva szintén paros Osszeget kapunk.

Tehat az 6sszeadott szamok kozott a legkisebb a 2 volt.
A feladatok megolddsdra 90 perc dll rendelkezésedre.
Vilaszaidat kelloen indokold, a gondolatod menete jol lathato legyen!
Hasznalhato eszkozok: szamologeép, fiiggvénytablazat, iro- és rajzeszkozok
Minden feladat helyes megoldasaért 10 pont jar.
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2. Egy réten pontosan 70 barany legelészik. Mindegyik barany egyszinii, vagy fehér vagy fe-
kete. Tudjuk, hogy biztos van kozottiik fehér, €s azt is, hogy barmelyik kettd koziil legalabb
az egyik fekete. Hany fehér és hany fekete barany legel a réten? Indokolj is!

Megoldas:

Valasszunk ki egy fehér baranyt! A feltételek miatt ilyen biztosan van, majd valasszunk
mellé egy masikat!

Ez a masik valasztott barany vagy fehér vagy fekete.

A feltételek szerint azonban legalabb az egyik fekete a kivalasztottak koziil.

Tehat a masodiknak valasztott barany csak fekete lehet.

Ebbdl az is kovetkezik, hogy az elsének valasztott fehér barany utdn egy mésodik baranyt
tetszOlegesen valasztva az csak fekete barany lehet. Ellenkez6 esetben a két kivalasztott ba-
rany mindegyike fehér lesz, ami ellentmond a feltételnek.

Ebbdl azonnal kovetkezik, hogy a baranyok kozott egyetlen fehér barany van.

Mivel 70 barany volt 6sszesen, és ebbdl 1 volt fehér, igy a fekete baranyok szama 69.

A feladatok megolddsdra 90 perc dll rendelkezésedre.
Vilaszaidat kelloen indokold, a gondolatod menete jol lathato legyen!
Hasznalhato eszkozok: szamologeép, fiiggvénytablazat, iro- és rajzeszkozok
Minden feladat helyes megoldasaért 10 pont jar.
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3. Harom, egy sikban 1év6 kor kdlesondsen érinti egymast kiviilrél (egyik kor sem tartalmazza
a masikat). Mekkora a korok érintési pontjai altal meghatarozott haromszog és a legnagyobb
sugarad kor kozos részének (korszelet) teriilete, ha a korok sugarai rendre
10 cm, 8 cm és 6 cm? Valaszodat egy tizedesnyire kerekitve add meg! Készits vazlatrajzot
is a lényeges adatok feltiintetésével!

Megoldas:

Kossiik 0ssze elobb a korok kodzéppontjait S
(4; B; €), majd az ¢érintési pontokat '
(D; E; F)! Kihasznalva, hogy az érint6 korok ,‘ £ |
esetén a korok kozéppontjai és az érintési 0\
pontjuk egy egyenesre esik (kollinearisok),
igy az ABC haromszog olyan, amely harom
oldalanak egy-egy bels6é pontja lesz az DEF
haromszog egy-egy csucspontja. A keletke-
zett ABC haromszog oldalait a két-két sugar
Osszegébol kapjuk: 18 cm, 16 cm
és 14 cm b N~

A keresett sikrész, a DEF haromszog és a k kor kdzos része megegyezik hDiF korszelettel,
amelynek tertiletét megkapjuk, ha az ADiF korcikk teriiletébol kivonjuk az ADF haromszog
teriiletét.

Ehhez sziikség lesz az ABC haromszog A csticsanal 1évo o< belsé szogére, amit a koszinusz-
tétellel kiszamithatunk:
162+182-142 2

CoOs X =————" =% 0,6667 = = 48,2
21618 3

Az o< sz0g és a kor sugaranak felhasznalasaval az ADIF korcikk teriilete:

102-7-48,2° 2
tADiF = T =~ 4‘2,1 cm

Az ADF haromszog teriilete a haromszog trigonometrikus teriiletképletével:

102-sin48,2°
tapr = —Y = 37,3 cm?

Igy a korok érintési pontjai altal meghatarozott haromszog és a legnagyobb sugart kor kozos
részének (korszelet) teriilete, a keresett hDiF korszelet teriilete kerekitve:

thpir = tapir — tapr = 42,1 — 37,3 = 4,8 cm?

A feladatok megolddsdra 90 perc dll rendelkezésedre.
Vilaszaidat kelloen indokold, a gondolatod menete jol lathato legyen!
Hasznalhato eszkozok: szamologeép, fiiggvénytablazat, iro- és rajzeszkozok
Minden feladat helyes megoldasaért 10 pont jar.
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4. Bogyo és Baboca szabalyos dobokockakkal (pottyok szama 1 — 6.) egy dobozban talalhatéd
,,cukorkakért jatszik”. Megallapodas szerint Bogyd vehet egy cukorkat a dobozbdl, ha egy
kockat haromszor egymas utan feldobva legalabb az egyiken 6-0st dob (feliil 6 potty lesz).
Baboca akkor vehet a dobozbo6l, ha haromszor feldobva két dobdkockat, legalabb az egyik
esetben a kockaparossal dobott szamok Osszege pontosan 12 lesz. Ki
hany % eséllyel (valoszintiséggel) huzhat cukorkat a dobozbol? Valaszodat egy tizedes-
jegyre kerekitve add meg!

Megoldas (1): komplementer események vizsgalataval, valoszintiségek kozotti miiveletek
felhasznalasaval

Vizsgaljuk el6szor azt, hogy Bogyd milyen eséllyel vehet cukrot a dobozbdl: P(Bo) =?

Annak valdszinlisége, hogy egy kockaval 6-0st dob, az %, igy annak valdszinlisége, hogy egy

kockéval nem dob 6-0st, az 2.

Szamitsuk ki most a komplementer esemény (Bo) valoszinliségét, azaz annak, hogy 3 do-
bast elvégezve egymas utan, egyszer sem dobunk hatost:
. 555 5% 125

P(Bo)=2>.2.2 _2 _ 22
(Bo)=c 56768 ~ 216

Annak valdszinlisége, hogy Bogyo vehet cukorkat a dobozbol, vagyis legalabb egyszer 6-
ost dob:

P(Bo) = 1— P(Bo) = 1 S 12591 0401 o 421y
= — = —_—= _—_— =
° 0 63 216 216 " ALY

Vizsgaljuk most azt, hogy Baboca milyen eséllyel vehet cukrot a dobozbol: P(Ba) =?

Nala is célszerti a komplementer esemény (Ba) valosziniiségét megallapitani eldszor.

o . , o 35
Annak valoszinlisége, hogy két kockaval dobva egyszerre, az 6sszeg nem lesz 12, az et

mert az Osszes lehetéség 6+ 6 = 36, mivel a 12 osszeg csak egyféleképpen allithato eld,
éspedig 6 + 6 = 12, ezért a kedvezd lehetdségek szama 36 — 1 = 35.

Szamitsuk ki most annak a valdszintiségét, hogy haromszor feldobva a két dobdkockat,
egyik kockaparoson sem lesz 12 az 6sszeg (komplementer):

o 35 35 35 35% 42875
Y = 3636 36 363 46656

Annak valosziniisége, hogy Baboca vehet cukorkat a dobozbdl, vagyis legalabb az egyik
esetben a kockaparossal dobott szamok Osszege pontosan 12 lesz:

A feladatok megolddsdra 90 perc dll rendelkezésedre.
Vilaszaidat kelloen indokold, a gondolatod menete jol lathato legyen!
Hasznalhato eszkozok: szamologeép, fiiggvénytablazat, iro- és rajzeszkozok
Minden feladat helyes megoldasaért 10 pont jar.
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P(BQ) = 1 — P(BE) = 1 35° _ 42875 _ 3781
)= V=T33 T F T 46656 46656

~ (0,081 = 8,1%

Osszefoglalva: Bogyd ~ 42,1%, Babdca pedig ~ 8,1% eséllyel vehet cukorkat a dobozbdl.

Megjegyzés: indoklas nélkiil felhasznaltuk a kdvetkezo tételeket
e P(A-B)=P(A)-P(B), ha A és B fiiggetlen események

e P(A)=1-P(A)

Megoldas (2): mindkét esetben a kedvez0 és az dsszes esetek 0sszeszamlalasaval, azok ha-
nyadosanak kiszamitasaval

Vizsgaljuk eldszor azt, hogy Bogyd milyen eséllyel vehet cukrot a dobozbdl: P(Bo) =?

Mivel minden kockan 6 féle lehetdség van, ezért a harom kocka egymas utani feldobasakor
az Osszes lehetdségek szama az ismétléses variacié miatt: 63 = 216

A komplementer esemény (Bo) az, hogy semelyik kockan nem lesz 6-0s. Ezek szdma az
elébbihez hasonldan az ismétléses variacié miatt: 53 = 125

A kedvez6 lehet6ségek szamat tigy kapjuk, hogy az Gsszes lehet6ségek szamabol kivonjuk
a nem kedvez0 esetek szamat: 63 — 53 = 216 — 125 = 91

fgy annak a valdsziniisége, hogy Bogyo vehet cukorkat a dobozbol, vagyis, hogy legaldbb
egyszer 6-ost dob:

(B kedvez6 esetek szama 63 —5% 91 0421 = 42 1%
= = = ~ =
(Bo) 0sszes esetek szama 63 216 ’ =70

Vizsgéljuk most azt, hogy Baboca milyen eséllyel vehet cukrot a dobozbdl: P(Ba) =?

Nala is célszeriibb lenne a komplementer esemény (Ba) lehetéségeit megszamlalni, de most
inkabb az eredeti eseményt (Ba) vizsgaljuk.

Mivel egy kockapdros feldobasakor a lehetdségek szama 62, igy a harom kockaparos feldo-
basanak Osszes lehetdsége az ismétléses variacio miatt: (62)3 = 363 = 46656

A kedvezd esetek megszamlalasat harom esetre kell bontani (esetvizsgalat):
¢ mindharom kockaparoson 12 (= 6 + 6) az 6sszeg: 1 -1 -1 = 1 lehetdség

e egy kockaparoson 12 az dsszeg, a tobbin nem: 3+ 13535 = 3+ 352 = 3675 lehets-
ség (harom kozil csak az egyik kockaparoson lesz 12, és két kockapéaroson 36 — 1 =
35 lehetdség van arra, hogy ne 12 legyen az 6sszeg)
A feladatok megolddsdra 90 perc dll rendelkezésedre.
Vilaszaidat kelloen indokold, a gondolatod menete jol lathato legyen!
Hasznalhato eszkozok: szamologeép, fiiggvénytablazat, iro- és rajzeszkozok
Minden feladat helyes megoldasaért 10 pont jar.
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o két kockaparoson 12 az 9sszeg, a harmadikon nem: 3-1-1-35 = 3 -35 = 105 lehe-
tdség (harom koziil harom féle lehetdség a két 12-esre, csak az egyik kockaparoson nem
lesz 12, és ezen 36 — 1 = 35 lehetdség van arra, hogy ne 12 legyen az 6sszeg)

Igy a kedvezd esetek szama: 1 + 3+ 352 + 335 = 1 + 3675 + 105 = 3781

Igy annak a valészintisége, hogy Baboca vehet cukorkat a dobozbol, vagyis, vagyis, hogy
legalabb az egyik esetben a kockaparossal dobott szamok Gsszege pontosan 12 lesz:

kedvez0 esetek szama _ 3781 _ 3781
Osszes esetek szama 363 46656

P(Ba) = ~ 0,081 = 8,1%

Osszefoglalva: Bogyd ~ 42,1%, Babdca pedig ~ 8,1% eséllyel vehet cukorkat a dobozbdl.

Megjegyzés: a %-ok nagy eltérésébdl megallapithatjuk azt is (nem volt kérdés), hogy Bogyo
¢s Baboca kozott ez a feltételrendszer egyaltalan nem tlinik igazsagosnak

A feladatok megolddsdra 90 perc dll rendelkezésedre.
Vilaszaidat kelloen indokold, a gondolatod menete jol lathato legyen!
Hasznalhato eszkozok: szamologeép, fiiggvénytablazat, iro- és rajzeszkozok
Minden feladat helyes megoldasaért 10 pont jar.
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5. Négy szam koziil az els¢ hdrom egy szdmtani, az utolsé6 harom pedig egy mértani sorozat
szomszédos tagja. Az els6 harom szam 0sszege 2022, az utols6 harom szam szorzata pedig
2023. Hatarozd meg a négy szam pontos (nem kerekitett) értékét!

Megoldas:

Célszerii a szamtani sorozatot alkoto elsé hdrom szam koziil a kdzépsot x-szel jeldlni.

Ha a szamtani sorozat differenciajat d-vel jeldljiik, felhasznaljuk a szamtani sorozat egyik
tulajdonsagat és a feladat els6 feltételét (tagok Osszeg 2022), akkor a kovetkezo egyenletet
kapjuk:

x—d+x+x+d=2022
Ebbdl az egyenletbol kapjuk, hogy a négy szam kozott a masodik szam: x = 674

Felhasznalva az x = 674-et és d-t, az els6 harom szamra a kovetkezoket kapjuk:
674 — d; 674; 674 + d;

Jel6ljiik a negyedik szamot m-mel!
674 —d; 674; 674 +d; m
Mivel az utolsé 3 szam egy mértani sorozat egymast kovetd tagjai, igy:

_ (674 +d)?

4-m = (674 + d)?
674-m = (674 +d)*=>m e7a

A masodik feltétel alapjan az utols6 hdrom szam szorzatéra felirhatjuk az alabbi egyenletet:

674 (674 + d) (674 + d)* _ 2023
674

A baloldalon elvégezve az egyszerlisitést, majd a szorzast, kapjuk:
(674 + d)3 = 2023

3 2 3
Ebbél: d = Y7073 — 674 = m = 20%) _ Yoz

674 674

3
Ezek utan felirhatjuk a négy szamot az x = 674, ad = V2023 — 674 ésm = VZG(;TZ

eredményeket felhasznalva:

3
1348 — ¥/2023: 674: /2023, ~202%

rész-

674
3
A szémok miés alakban is megadhatok, pl.: = - 2022 — V2023, 7 - 2022; ¥2023; = ;32232

A feladatok megolddsdra 90 perc dll rendelkezésedre.
Vilaszaidat kelloen indokold, a gondolatod menete jol lathato legyen!
Hasznalhato eszkozok: szamologeép, fiiggvénytablazat, iro- és rajzeszkozok
Minden feladat helyes megoldasaért 10 pont jar.



